Zahlendarstellungen und
Rechnerarithmetik®

Darstellung positiver ganzer Zahlen
Darstellung negativer ganzer Zahlen
Bruche und Festkommazahlen
Gleitkommazahlen

binare Addition

binare Subtraktion

binare Multiplikation

binare Division
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*Die Folien wurden unter Verwendung der Folien von A. Strey,Ulm, SS 03 erstellt



- feste Linge der Zahlenreprisentation
O begrenzte Genauigkeit

O keine Abgeschlossenheit der Operationen
Addition und Multiplikation




Darstellung positiver ganzer Zahlen

« Darstellung positiver ganzer Zahlen in positionaler
Notation (auch als Stellenwertsystem bezeichnet)

« positive n-stellige ganze Dezimalzahl x:

X = (Xpo1 Xp2 +.. X2 X1 X0)10 n-1 |
=x, - 10" +x,_5- 1072 + . +x,- 101 +x,- 100 = le- 10’
mit x; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8.9}

Beispiel: 259,=2-10>+5-10'+9 - 10°
e positive n-stellige ganze Binar- oder Dualzahl y:

Y =n1Yn2 Y21 )0)2 _ ""ly. i
= Va1 2" Y 27 Ly 22y - 2 4y - 20 ; |
mit y; € {0,1}

Beispiel: 11101,=1-24+1-23+1-22+0-2'+1-2% =29,
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Darstellung positiver ganzer Zahlen

» allgemein: b-adisches Zahlensystem
Jede naturliche Zahl z mit 0 = z < b1 ist eindeutig als
n-stellige Zahl zur Basis b darstellbar:
Z =(Z,1 Zpo - 22 21 Z0)p n-1 |
ST Ey N IRy L IEPN N ;Zi b
mit Ziffer z; € {0,1,2, ... ,b—1}

« Typische Werte fur Basis b:

b =2: Dualzahl

b = 8: Oktalzahl z; € {0,1,2, ... ,7}

b =10: Dezimalzahl

b = 16: Hexadezimalzahl mit z; € {0,1,2, ... ,9,A,B,C,D,E,F}

Beispiel: FEOl,4=15-16>+14-16>+ 1-16°= 65040,
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Darstellung positiver ganzer Zahlen

» Algorithmus zur Umwandlung einer ganzen Zahl z aus dem
Dezimalsystem in eine Zahl x zur Basis b:

i=0
wiederhole, bis z=0:
berechne z=z/b (ganzzahlige Division mit Rest)
notiere Rest r;
i=i+l
» Reste stellen das gesuchte Ergebnis dar: x=(r;.; ... r; rg),
» Beispiel: Umwandlung von z =29, in eine Binarzahl x
29/2 = 14, Rest r, =1
14/2=7, Rest r1=0
7/2 = 3, Rest r, =1
3/2 =1, Rest r; = 1
1/2 = 0, Rest r, = 1

Ergebnis: x =(x, r3r, riry),=(11101),=11101,
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Darstellung von Briichen

a— d,1 dyo....... ar d1 A 9 a1 do..... a _n,+1 Aoy

a= a, b1 +a,, b2+ . +ablt+ayb+a;-bl+a, b2+ ta,bm™

Beispiel: 51,25=5-10"+1-10°+2 101+ 5 - 1072

Stellenwertigkeit im Bindrsystem:

Beispiel Biniar = Dezimal:
1011,1101 =11+ 12+ 1/4+ 1716 = 11 13/16

=11+0,5+0,25+0,0625 = 11,8125
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Darstellung von Briichen

Umwandlung Dezimal = Binar

Bruchteil wird getrennt konvertiert

‘ Der Bruchteils wird mit 2 multipliziert.

Falls das Ergebnis > [ ist, wird eine / notiert und man fahrt mit dem Restbruch fort.
Das Verfahren bricht ab, wenn eine 0 erreicht wird oder eine ausreichende Genauigkeit.

Beispiel 1: a = 0,75 0,75-2=1,5 : 1+ (Rest=0,5)
0,5 -2=1,0 : 1+ (Rest=0)

0,75,,= 0,11,

Beispiel 2: a = 0,125 0,125:-2=0,25 : 0 +(Rest=0,25)
0,25 -2=0,5 : 0+ (Rest=0,5)
0,5 -2=10 : 1+ (Rest=0)

0,125,,= 0,001,
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Beispiel: Konversionsfehler 0,1, 2 X,

0,1-2=102 =20
02:-2= 04 >0
04-2= 08 =20
0,8:2 =16 =21
06:-2=12 =>1 0,1,,= 0,0001100110011..........
02:-2= 04 20
04-2= 08 >0
08:-2=16 > 1 —> keine exakte Reprisentation
06-2 =12 -1
02:-2= 04 >0




Darstellung von Briichen

Weitere Umwandlungen:

Bindr = Octal : 0,1011011 = 0,101 101 1(00) = 0,554,

Binar - Hexadezimal: 0,1011011= 0, 1011 011(0) =0,B6,

Octal = Binir: 0,7421; = 0,111 100 010 001

Hex - Binér: 0,F11,,= 0,1111 0001 0001
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Festkommazahlen

ZIEL: Vermeidung von spezieller Behandlung von Bruchen

* die feste Kommaposition k kennt nur der Anwender, der Rechner
arbeitet mit skalierten ganzen Bindrzahlen z” =z - 2k

« Beispiel: ein 8-Bit Register enthélt die Bindrzahl z"=01101110; es
gelte k=3 = z=01101,110,=23+ 22+ 20+ 21422 = 13,75,

 alle betrachteten Rechenwerke sind somit auch fiir Operationen
auf Festkommazahlen geeignet!
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Darstellung positiver und negativer Zahlen

* Sollen positive und negative Werte z als Zahlen zur Basis b in
n Stellen kodiert werden, so stellt die hochstwertige Ziffer z,,_;
das Vorzeichen dar (positiv bei z,_; = 0, negativ bei z,_; = b—1)

 fur positive Zahl gilt stets: z= (0 z,5 2,3 ... 21 Zo)»

« zur Kodierung negativer Zahlen gibt es dre1 Moglichkeiten
(ewells mit z; = b—1—z)):

A) Vorzeichen und Betrag: —z :=(b—1z,52z,3 ... 21 Z0)p
B) (b—1)-Komplement: —z :=(b"-1)—z=(b—1z,5 2,3 ... 21 Z)

C) b-Komplement: —z:=b0"—z = (b—1z,5 2,3 ... 21 Z9)p T 1
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Darstellung positiver und negativer Zahlen

Darstellung von Vorzeichen und Betrag:

1. Vorzeichen mit Betrag

o i [1 - lof1f1fofof1]1

+1011 |1 101 [1]10[0]J1]1

2. Komplementare Arithmetik
hier ist die Eigenschaft positiv oder negativ in der Zahlendarstellung

enthalten.

Vorteil: keine gesonderten arithmetischen Einheiten fiir Addition
und Subtraktion.
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Komplementare Zahlendarstellung

Def.:Gegeben sei eine n-stellige Zahl N zur Basis b. Dann ist ihr
b-Komplement gegeben durch: b"-N

Beispiel: Das 10er (b-) Komplement:
Gegeben die 4-stellige Zahl 1234
Das 10er Kompl. ist 104 = 10000 -1234 = 8766 = 9999 - 1234 + 1

Def..Gegeben sei eine n-stellige Zahl N zur Basis b. Dann ist ihr
(b-1) - Komplement gegeben durch: b"-1-N

Beispiel: Das 9er (b-1) - Komplement:
Das (b-1)-Komplement kann fur jede Ziffer einzeln gebildet werden, indem man die
Differenz zur Ziffer 9 bildet.

9999 Das 10-Komplement kann
- 1234 gebildet werden, indem man
8765 das ziffernweise Komplement zu 9 bildet und "1" addiert!
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Beispiel:

A=X-=-Y A= 7432 — 1234
= 6198
Das Komplement von Y wurde
berechnet als 104 -Y 10000-1234 = 8766
Man erhalt:
A=X+(10*-Y) A=7432 + 8766
= 10% + (X = Y) = 16198

Man erhalt also das gewunschte Resultat, allerdings mit einer
unerwunschten Ziffer in der hochstwertigen Position.




Komplementare Zahlendarstellung
 fur Binarzahlen (d.h. fur eine Basis b=2) ergibt sich:

Das b-Komplement wird Zweierkomplement genannt;
Das 2er-Komplement wird erzeugt durch:
1. bitweises Komplementieren aller Stellen einer Binarzahl,
2. Addition einer ,1°. (Konversionskorrektur)
Esqilt: —z =2"—-2
Beispiel: z=00101101, =45, = —z=11010011, = — 45,
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Komplementare Zahlendarstellung

0000

Der Zahlenkreis der 1
2er-Komplementdarstellung
fur eine 4-Bit Reprasentation

1110

1101

0011
1100 0100
1011 0101
1010

0111

1001
1000
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Komplementare Zahlendarstellung

« darstellbarerer Zahlenbereich fur im Zweierkomplement kodierte n-Bit Zahlen
z. =21 <z < 271 A1

» Beispiel: furn = 8 ist
— kleinste negative darstellbare Zahl: 10000000, = -12844

— grolte negative darstellbare Zahl: 11111111, = -14¢
— grofte positive darstellbare Zahl: 01111111, = 12749

=> es konnen alle Zahlen z mit —128 < z < 127 dargestellt werden

 Nachteile des Zweierkomplements:
— darstellbarer Zahlenbereich ist asymmetrisch (Zweierkomplement der
kleinsten negativen Zahl (-128 im obigen Beispiel) ist nicht darstellbar!)

— Umwandlung von positiver zu negativer Zahl und umgekehrt erfordert die
Invertierung aller Bits sowie ein Addierwerk zur Addition von 1
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Komplementare Zahlendarstellung

Das 2-1 Komplement
(oder 1-Komplement)

Das (b—1)-Komplement wird
Einerkomplement genannt; die
Kodierung von —z erhalt man, 1101
indem man alle Bitstellen einer

positiven n-Bit Zahl z invertiert.

0011

1100 0100

Esqilt: —z:=(2"-1)-2z

1011 0101

Beispiel: z=00101101, =454
= —z=11010010, = — 454

Grundlagen der Technischen Informatik
Wintersemester 09/10 J. Kaiser, IVS-EOS




« darstellbarer Zahlenbereich fur im Einerkomplement
kodierte n-Bit Zahlenz. - 21 +1 < z < 21 —1

« Beispiel: firn=8ist

— kleinste negative darstellbare Zahl: 10000000, = -1274
— groldte negative darstellbare Zahl: 11111110, = -1
— grolte positive darstellbare Zahl: 01111111, = 12749

=> es konnen alle Zahlen z mit —127 < z < 127 dargestellt
werden

* Vorteile des Einerkomplements:

— der darstellbare Zahlenbereich ist symmetrisch zu O

— sehr einfache Umwandlung von positiver zu negativer Zahl
und umgekehrt durch Invertierung aller Bits




Komplementare Zahlendarstellung

Diskussion und Bewertung

*Vorteile des Einerkomplements: Nachteile des Einerkomplements:
—der darstellbare Zahlenbereich ist —Null hat zwei Darstellungen: 0000...0,
symmetrisch zu 0 und 1111...1,
—sehr einfache Umwandlung von positiver =~ —Addierwerke sind aufwendig, da bei
zu negativer Zahl und umgekehrt durch Auftreten negativer Zahlen die Summe
Invertierung aller Bits Korrigiert werden mufd

*Vorteile des Zweierkomplements: *Nachteile des Zweierkomplements:
—eindeutige Darstellung der Null als —darstellbarer Zahlenbereich ist
000...0 asymmetrisch (Zweierkomplement der

—einfache Realisierung der Addition auch Kleinsten n|egat|ven Zahl ist nicht

bei Auftreten negativer Zahlen ohne darstellbarl)

zusatzlichen Aufwand: —Umwandlung von positiver zu negativer
Zahl und umgekehrt erfordert die
Invertierung aller Bits sowie ein
Addierwerk zur Addition von 1
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Komplementare Zahlendarstellung

Diskussion und Bewertung

In heutigen CPUs wird
ausschlielich das
2er Komplement
verwendet!

i IVS-EOS



Komplementare Zahlendarstellung

Bei beliebig grolen Registern zur Aufnahme der Komplementdarstellung
einer binaren Zahl konnen Addition und Subtraktion ohne Einschrankungen
ausgefuhrt werden.

ABER:
Register sind beschrankt !

Addition zweier positiver Zahlen kann eine negative Zahl ergeben !
Addition zweier negativer Zahlen kann eine positive Zahle ergeben !

Uberschreitungen des Zahlenbereichs miissen erkannt und
behandelt werden!
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Komplementare Zahlendarstellung

0000
1111
3+6=-77
zusitzl. Stelle:
0011 00011
1101 0011 01 10 001 10
1001 01001 =9

1100 0100

1011 0101 3+ (-8)=+57?

zusatzl. Stelle:

1101 11101
1000 11000
oot 0101 0101 =-11
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Komplementare Zahlendarstellung

Ubertrag (Carry) und Uberlauf (Overflow)

Ubertrag: Ubertrag in die nachste Stelle bei einer arithm. Operation
Uberlauf: Uberschreitung des Zahlenbereichs.

1. Der Uberlauf hat nur eine Bedeutung in Berechnungen, die auf der Komplementdarstellung
beruhen.
2. Ein Uberlauf tritt auf, wenn durch die bindre Addition der Zahlenbereich iiberschritten wird.

Die Bedingungen dafir sind: Gegeben die Operanden a und b und das Ergebnis s

a.) (a>0)UND(b>0)UND (s<0) oder
b.) (a<0)UND(b<O0)UND(s>0)
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Komplementare Zahlendarstellung

0000

Der Zahlenkreis der 1
2er-Komplementdarstellung
fur eine 4-Bit Reprasentation

1110

1101

0011
1100 0100
1011 0101
1010

0111

1001
1000
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in vielen technischen und wissenschaftlichen
Anwendungen wird eine grof3e Dynamik benotigt: sowohl
sehr kleine als auch sehr grolde Zahlen sollen einheitlich

dargestellt werden
= moglich durch Verwendung von Gleitkommazahlen

allgemeine Gleitkommazahl zur Basis r (,radix”) ist definiert
durch x = axrt mit

-Argument oder Mantisse a

—Charakteristik oder Exponent e



Gleitkommazahlen

Wesentliche Merkmale der Gleitkommadarstellung:
« Bereich (Range): darstellbarer Zahlenbereich
« Genauigkeit (Precision): Anzahl der darstellbaren Stellen
« Fehlerschranke (Accuracy): Abweichung des Resultats einer

Berechnung von einem tatsachlichen
Wert.
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Gleitkommazahlen

« eine Gleitkommazahl zur Basis r heil3t normalisiert (oder
normiert), wenn fur die Mantisse aqilt: 71 <|a| <r

Beispiel (fur r=10):
—die Zahl 0,0000002345 kann dargestellt werden als 0,2345 x 10
—die Zahl 1024500000,0 kann dargestellt werden als 0,10245 x 1010
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Binare Gleitkommazahlen

 eine binare Gleitkommazahl x ist definiert durch

X = ax?2° c d

. . . 010..0/11011010..0
mit m-stelliger Mantisse a -— = ~
und p-stelligem Exponent e P -

* eine binare Gleitkommazahl x = 0 heildt

normalisiert oder norinert, wenn fur die
Mantisse a gilt: 1/2 < |a| < 1, d.h. die erste Stelle
der Mantisse ist immer eine 1!

Warum normieren?
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Gleitkommazahlen: Darstellung des Exponenten

Darstellung des Exponenten mit Bias b.
Ausgangspunkt: ein p-Bit Exponent stellt die vorzeichenlosen Zahlen 0 bis 2° dar.
Ziel: Wir mussen positive und negative Exponenten darstellen.

ldee: Wir benennen die Exponenten um, von — 2°-"—1 bis 2” indem wir einen festen Wert

(Bias = Versatz) b = 2°"" von jedem Exponenten abziehen. Dadurch erhalten wir eine
kontinuierliche Zahlenfolge 0 ...N, welche die Exponenten —b bis N-b darstellt.

Beisp: 3-Bit Exponent, d.h. p = 3 und b(ias) = 2°" = 2%7= 4:

o|1]23]4l5]6|7
4 |-3l2 Mol |2 |3

Allgemein gilt fir Exponenten mit Bias b: x = a x 2¢.
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Gleitkommazahlen: Darstellung des Exponenten

Beisp. 2: Codierung eines 4-Bit Exponentenfeldes, d.h. p=4, B

8

Binare tatsachlicher|  Exponent Binare tatsachlicher | Exponent
Repr. Exponent mit Versatz Repr. Exponent mit Versatz
des Exp. (biased form) des Exp. (biased form)
0000 -8 0 1000 0 3

e = 1 1001 1 9

0010 -6 2 1010 2 10

0011 -5 3 1011 3 11

0100 -4 4 1100 4 12

0101 -3 5 1101 5 13

0110 -2 6 1110 6 14

0111 - 7 1111 7 15
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|IEEE 754 Standard

Friher: Unterschiedliches Gleitkommaformat in jedem Prozessor,
Heute: Uberwiegend Verwendung des IEEE 754 Standard (1985)

« allgemeine Definition: x = (-1)° x 1.f x 2¢°°
« S: Vorzeichenbit mit 0 = positive Mantisse, 1= negative Mantisse
« e. Exponent (8 Bit, 0...255)
« b: Bias (281 -1 =-127)
« f. gebrochener Anteil der normalisierten Mantisse (23 Bit).
Der ganzzahlige Anteil ist immer ,1* und wird daher nicht codiert.

31|30

S Exponent mit Bias positiver, gebrochener Anteil der Mantisse

IEEE 754 Gleitkommezahl, einfache Genauigkeit (single precision)
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IEEE 754 Standard

Beispiel: Umwandlung einer Dezimal-Festkommazahl in das IEEE 754 single precision
format:

-3263,125 = -110010111111,001 als Binarzanhl

= -1,10010111111001 x 2" als normalisierte Binarzahl
Die Mantisse ist negativ: S=1
Der Exponent mit Bias 127 ist: +11,,+127,, = 138,, = 10001010,

Der gebrochene Teil der Mantisse ist: ,10010111111001000000000 (als 23 Bit Zahl)

Die IEEE Gleikommazahl in einfacher Genauigkeit ist deshalb:

11000101010010111111001000000000

= -1.59332275 x 2"

Konversion von IEEE Zahlen: siehe Google

Grundlagen der Technischen Informatik
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Konversion von IEEE Zahlen: siehe Google

-123
32 bit IEEE single-precision form

C2F60000 (hex)
11000010 11110110 00000000 00000000 (binary)

The Sign of the mantissa (and therefore the number) is 1 which represents a negative value.
The Exponent is 10000101 (binary) or 133 decimal.

The exponent field is represented in excess 127 so the exponent value is 6

The Mantissa is 11101100000000000000000 binary

with the implied leading 1, the mantissa is (1).EC0000 (hex)

The floating point representation is therefore -1.92187500 times 2 to the 6

Vorzeichen| Exponent Mantisse (die fuhrende 1 wird nicht dargestellt!)

11000010111101100 0000000 0400000
| +6 E C 0 0 0 0




IEEE 754 Standard

* €=¢é€nin=1(00..00), =0 und e =enxx=(11..11), werden zur
Kodierung besonderer Zahlen verwendet:

x=+0 (,positive Zero"). e=0, f=0, s=0

x=-0 (,negative Zero"). e=0, f=0, s=1

x =+ (,positive Infinity”). e =emna, =0, s=0

x = -0 (,negative Infinity”). € = emnax, =0, s=1

x =NaN (,Not a Number’). e = ey, f=0, sbeliebig

x = (=1)s x 0.f x 2'"¢ (,Denormalized Number‘): e =0, f=0

« Denormalisierte Gleitkommazahlen ermoglichen die Darstellung
sehr kleiner Werte im Bereich 21-b-m  21-b
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|IEEE 754 Standard

* drei verschiedene Formate spezifiziert:

single precision double precision quad precision
n 32 64 128
m 23 52 112
N 1 1 1
p 8 11 15
€min 0 0 0
€max 255 2047 32767
b 127 1023 16383
| Xmin | 2-126 ~ 1038 7-1022 _ 1()-308 716382 - 1()-4932
| Ximax | [(2-2723)x2127 = 1038 | (2-2-52)x21023 =~ 1(308 | (2-2-112)x 216383 - (4932
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IEEE 754 Standard

« Behandlung von Ausnahmesituationen:

— Uberlauf tritt ein, wenn nach Normalisierung fiir x gilt: € = enax

a) Generierung von +oo | falls x> 0
b) Generierung von -« , falls x <0

— einige Rechenregeln fur oo;
o+ x =00 (falls x=-0), o-x=0 (falls x = ),
+x/0==x0 (falls x=0), oo -x==x0 (falls x = 0)

— einige Operationen liefern ein unbestimmtes Ergebnis, z.B.:
o - 0 = NaN, 0/0 = NaN, o - o = NaN,
Ferner gilt fur alle Operationen: f(x, NaN) = NaN
— Unterlauf tritt ein, wenn nach Normalisierung fur x gilt: e =0
a) Generierung von x =0 (,flushing to zero®)
b) Generierung einer denormalisierten Darstellung von x
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Gleitkomma-Addition

* Algorithmus zur Addition zweier IEEE-Gleitkommazahlen
x=(—1)5x ax 2P ynd y=(-1) x b x 2°Pes:
1) Sortiere x und y, so dal} x die Zahl mit kleinerem Exponenten ist
2) Anpassung der Exponenten: Bestimme x = (— 1)S x g’x 2PPas
durch Rechtsschieben von a um f - a Bitpositionen
3) Addiere Mantissen:
a) Falls notig, bilde Zweierkomplement von a” oder b
b) Flhre Festkomma-Addition c=a" + b aus
c) Fallsc <0, setze u=1 und bilde Zweierkomplement von ¢
4) Normalisiere Ergebnis z = (— 1) x ¢ x 2PPas
a) Falls ¢ = 2, schiebe ¢ nach rechts und inkrementiere 3
b) Falls ¢ < 1, schiebe ¢ nach links und dekrementiere 3
ggf. wiederhole b), bis 1= ¢<2

5) Behandlung von Ausnahmesituationen: Uberlauf, Unterlauf, ¢ = 0
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Gleitkomma-Multiplikation

Algorithmus zur Multiplikation zweier IEEE-Gleitkommazahlen
x=(-1)P°xax2"P@ ynd y=(-1) x b x 2FPas:

1) Multipliziere Mantissen als Festkommazahlen: c=ax b

a=1f, und b=1.f, haben m+1 Stellen = c¢ hat 2m + 2
Stellen !

2) Addiere Exponenten: y=a + 3 — bias

3) Berechne Vorzeichen des Produktes: u=s®t

4) Normalisiere Ergebnis z = (-1)" x ¢ x 2tPs
a) Falls ¢ = 2, schiebe ¢ um 1 nach rechts und inkrementiere y
b) Setze ¢=1.1.=1.(com-1 Com—o ... Cy)2 Mit Rundung

5) Behandlung von Ausnahmesituationen:
a) Uberlauf, falls y = enax=2° -1 = z:=x0 (abhangig von u)
b) Unterlauf, falls y < enin =0 = Denormalisierung durchfuhren !
c) Zero,falls c=0 = z:=x0 (abhangig von u)
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Arithmetische Operationen und Einheiten

(fur Festkommazahlen)

 Binare Addition
 Binare Subtraktion

* Binare Multiplikation

% Grundlagen der Technischen Informatik
XX J  Wintersemester 09/10 J. Kaiser, IVS-EOS




ausschlieflliche Verwendung von Binarzahlen, die auf Worte einer Breite
von n Bit abgebildet werden

iIm Prozessor stehen zur Speicherung ganzer Zahlen mehrere  n-Bit
Register (realisiert durch n Flip-Flops) zur Verfugung

typische Wortbreiten:
n = 8: Byte, in aktuellen Microcontrollern und Mikroprozessoren
der 1G, wie z.B. Intel 8080, 6502, 6800 oder Z80
n = 16: Wort in Minicomputern und Mikroprozessoren der
zweiten Generation, wie z.B. PDP-11, Intel 8086, Motorola 68000
n = 32: Doppelwort in Mikroprozessoren der dritten Generation,
wie z.B. Intel Pentium, Motorola 68040
n=064: Quadwort in aktuellen Hochleistungsprozessoren, wie

z.B. PowerPC, Alpha 21264, UltraSPARC, Intel Itanium




Elementare Operationen auf binaren Zahlen

Addition Subtraktion Multiplikation
0+0=0 0-0=0 0e0=0
O+1=1 0-1=1 (borrow) Oe1=0
1+0=1 1-0=1 1e0=0
1 +1=0 (carry) 1-1=0 lel=1
\\‘@/
Binirer ,,Vierteladdierer* Binérer ,,Viertelsubtrahierer* Bindrer 1-Bit-Multiplizierer
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Die vorzeichenlose binare Addition

* Addition zweier positiver n-stelliger Binarzahlen a und b kann
stellenweise von rechts nach links durchgefiihrt werden
(der handschriftlichen Addition zweier Dezimalzahlen entsprechend !)

« injeder Stelle i kann ein Ubertrag c; = 1 auftreten (,,Carry*)

e @Gilt fiir die Summe s =a + b = 2", so kann das Ergebnis nicht

mehr als n-Bit Zahl dargestellt werden; es entsteht ein (n+1)-tes
Summenbit, das als Uberlauf (,,Overﬂow ‘) bezeichnet wird.

Beispiel 1: (n=8) Beispiel 2: (n=8)
00010111 (23), 00110111  (55))
+ 01010110 (86) + 11010110 (214),
Carry — 1 11 Carry —= 1111 11
01101101  (109),, Uberlauf = 100001101  (269),
y y

8—Bit Summe: 00001101 (13),
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Die vorzeichenlose binare Addition

« Addition der niedrigstwertigen Bits von a und b erfordert einen
Halbaddierer, der aus a, und b, sowohl die Summe s, als auch

den Ubertrag (Carry) c, ermittelt:

Wabhrheitstabelle: Gleichungen: mogliche
do | bo | 5o | o co= dg- bo Realisierung:
0 0 0 0 So=a_0'b0+ao-b_0=ao®b0 dp bo
O|1(1 0 )
1 /0|10 F—I
vy
HA
Vo Co 5o
Co So

* Verzogerung fir ¢cp: T (mit T = Gatterlaufzeit),
Verzogerung fiir sg: T oder 2t (je nach Realisierung)
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Die vorzeichenlose binare Addition

* Addition von a,, b; und ¢;_; an den Bitpositionen 1=1, ..., n—1
erfordert einen Volladdierer (FA = ,,Full Adder®), der die
Summe s; und den Ubertrag c¢; bestimmt:

Wahrheitstabelle: Gleichungen: Realisierung mit HAs:
a | b; |cq| s | ¢ ¢ =a-bi + a- ¢+ bi- iy a; b Ciz1
0 ol o] o S5 =a;®bi® ¢y Vv
o/,0] 1|10 HA
o|1|0]|1]0 c s
01 1 0 1 ﬁ
1lo0l 0] 1] o0 Symbol:  a; b; ¢; ¥
1/0/1|0|1 v HA
1|1 0 0 1 C s
11111 FA —
N
Vo T
ST Ci 5

.. * Verzogerung je nach Pfad und Realisierung: 2t bis 4t
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Einfache Addierwerke

e paralleles binires Addierwerk:

— n Volladdierer ermoglichen Addition zweier n-Bit Zahlen:

an-1 bn-1 a» by ay by ap by
RN TN EENEEE
FA FA FA FA
C S C S C S C S
Cout = i’ -ttt T ‘L ‘L \L
Sn—1 52 51 S0

— an Bitposition 0 gentigt bei der Addition zweier positiver Zahlen
auch ein Halbaddierer

— im ungiinstigen Fall kann ein an Position 0 entstehender Ubertrag

die Bitstellen 1 bis n—1 durchlaufen und s, bis s,, | verandern
=> auch als ,,Ripple Carry“-Addierer (RCA) bezeichnet

— resultierende maximale Verzogerung: 2t + (n—1) - 2t = 2nt
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Einfache Addierwerke (2)

* serielles binares Addierwerk:

— benotigt nur emen Volladdierer, ein Flip-Flop und drei n-Bit
Schieberegister (flir Summanden a. b und Ergebnis s):

& &
a a a /
-1l —= |4 | %
- L s Sn-1| —= |%1|%0
b 1| —= | b1 |8 = Fa
— C }D QT — Cout
>
Clear

— synchrones Schaltwerk; Flip-Flop mul} jedoch zuvor initialisiert
werden

— 1n Takt i wird Ergebnisbit s; aus a;, b; und c,_; bestimmt =
Addition von zwei n-Bit Zahlen benotigt n Taktzyklen
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fur eine schnelle Addition 1st RCA mit einer maximalen
Verzogerung von 2nt ungeeignet

= gibt es auch eine schnellere Moglichkeit, zwei n-Bit
Zahlen zu addieren ?

Idee: Ersetzung des sequentiellen Ubertrag-Durchlaufs durch
eine parallele Vorausberechnung aller Ubertrige c;

Ansatz: Betrachte i-ten Volladdierer eines RCA
— Es gllt ci— da;- bi + (Cli‘" bl) *Cill = Gi ‘|‘Pi * Ci1
— ,.Generate“: G;=q; - b; gibt an, ob in Stelle i ein Ubertrag erzeugt
wird
— ,,Propagate*: P; = a;+ b; gibt an, ob in Stelle i ein Ubertrag
propagiert wird (P; = 1) oder nicht (P; = 0)



Carry Look-Ahead Addierer (2)

» fiir die Ubertriige c; ergibt sich somit:
co = aobg := G
ci=aib; + (a; + by)co = Gy + PG,
c, = G, + PG+ P,P,Gy
3 = Gy + P3Gy + PyP,Gy + PyPoP, G,
C4 = Gy + PyG3+ PyP3Gy + PyP3Pr G+ PyP3 PP Gy

Cs — ...

* Verzogerung:
— zur Bestimmung aller P; und G;: T

— zur Bestimmung aller Signale ¢; bei gegebenen P; und G; : 2t

(jedoch werden zur Bestimmung von ¢; mehrere gro3e UND-Gatter mit
max. 1+ 1 Eingdngen und ein groBBes ODER-Gatter mit 1 +1 Eingdngen
benotigt = Annahme eines einheitlichen T 1st unrealistisch !)
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Carry Look-Ahead Netzwerk

\/P,, Gy \\T/P3 G; \\-;2/ G, \_/Pz \jGJ K%GO
A ¥ -
> T — > L . .

%

5 2 . .
££>  Grundlagen der Technischen Informatik
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Carry Look-Ahead Addierer

e Carry Look-Ahead Addierer (CLA), hier fiir n = 4 Bit:

by as b, a, b a, by g

hier mit P, = a;® b, b—t 9t ¢ {—¢

anstatt P; = a; + b, o/ &/ e/ &S\

. b |6 L 16 A |6 |B |G
& & &
L L L 2 L
——————— S 5.2 it St ti 5. il it i . et it Sl il

. : | | |

. : ® ' | |

I T 1 |

r——--l~—--l —--——a—ﬁ——-:——— ——-o—{—:——————v-l—:-———q——— Cin

VAAAAANAA] AAAAAA 'AAAA VYV |
— carr €2l ¢ €1 |carr Co |carr !
Cout = €3 = 10437 logit logic logic| |
|

\;C()/ \Gv?/ \% \8/

53 52 51 S0
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Carry Look-Ahead Addierer

 ein vollstandiger n-Bit CLA benotigt zur Addition zweier n-Bit
Zahlen die Zeit 47 (unabhingig von n) !

* Probleme des vollstindigen n-Bit CLA:

— hoher Aufwand fiir grof3e n

— Qatter mit bis zu n + 1 Eingangen erforderlich = hoher ,.fan-in*“

— Gatterausginge P; und G; sind mit bis zu (n +1)?/ 4 Gattereingéngen
verschaltet = hoher ,,fan-out*

=> vollstandiger CLA ist nicht praktikabel !
« Kombination von RCA und CLA als Alternative:

a,_| bn— 1 a_m bn—m | me—l T+l bm+l an bm An-1 bm—l a, bl ap bO
C e v T bbb b A4 L b e b b b
Cp—| Com-| . Cm-1 ) Cin
- m—bit CLA oes m-bit CLA m-bit CLA <~
¢ L w w ¢ e w ¢ W ene ¢ ¢
Sn—1 Sh—m+1 Sh-m Sm-1 S+l S Sm-1 5 50
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Carry-Select Addierer

e [dee:

— 1n einem m-Bit Addierblock werden zundchst die Summenbits s;
tm-1s Si+m-2»> - » Si Sowohl fur ¢;= 0 als auch fiir ¢;=1 bestimmt

— das richtige Ergebnis wird spater bei1 Vorliegen des Signals ¢;_;
tiber einen Multiplexer ausgewahlt

° B . . 1: iy3 a; b1+3 b' 4y 3 a; b1+3 b
C1pIe SITRIY TITRNEY
4-Bit Carry-Select 4-bit Addierer =1 | 4-bit Addierer <= 0
Addierblock . : 0 0
s l ¥y vsi e / J/ 3
Ciy 3= \ 1 0 %7 Ci1
Vv \lf

Si3

e als m-Bit Addierer kann hier wahlweise ein RCA oder ein CLA
verwendet werden !
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Carry-Save Addierer (CSA)

Beispiel: 4-Bit CSA zur Addition von

* Idee: fiinf 4-Bit Zahlen u, v, w, x und y
— Addition von mehreren Uy Vi Wy Uy VoW, UL VW Uy Vg Wy
Zahlen, Berlicksichtigung §
entstehender Ubertrage FA FA FA FA
erst bei der Addition des = = = 1 CSA
niachsten Summanden x5 7 x| 7 x| 7 x
— ein m-Bit CSA-Baustein
. 1. : : FA FA FA FA
ermoglicht eine partielle ; o s ¢ s SR P
Addition von dre1 m-Bit Vi //y2 //y1 //;0
Zahlen ;
— ein RCA oder CLA dient FA FA FA FA
der Addition der noch - ¥ = Co
verbleibenden Ubertrage ( v ¢/ v/
. RCA oder CLA Addierer
e zur Addition von k Zahlen ) ! !
werden k—2 CSA benotigt 3 & . h0
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« statt der Entwicklung eines eigenen Subtrahierwerkes kann bei
Verwendung des Zweilerkomplements jedes Addierwerk auch
zur Subtraktion verwendet werden

e Ansatz: a—b=a+ (-b)

« Realisierung fiir zwei n-stellige Zahlen a und b:

— Invertierung aller Bits b;

— Addition von 1 zur Bildung des Zweierkomplements —b

(kann z.B. 1n den zuvor besprochenen Addierwerken durch
Setzen von c;, = 1 ohne zusitzlichen Hardwareaufwand erreicht
werden!)

— Addition von a und (-b)

— Summe ist korrekt, wenn Uberlaufsbit c,_; ignoriert wird

e echter Uberlauf v tritt nur dann ein, wenn gilt: ¢, = ¢,




binare Subtraktion

» Realisierung eines n-Bit Addier-/Subtrahierwerkes:

bn-1 bo
J’ Y
&) @
an$1 ‘1{0
Cout Ch—1 g
Cos Cin <
y y y y

\ 8/ Sp—1 52 51 50

Y

— Addition a + b be1 S =0, Subtraktiona—-bbe1 S=1
— Invertieren der Bits b; be1 S = 1 durch XOR-Gatter

— 1intern 1st jedes beliebige n-Bit Addierwerk verwendbar
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Komplementare Zahlendarstellung

Bedingungen fiir den Uberlauf (Overflow)

1. Der Uberlauf hat nur eine Bedeutung in Berechnungen, die auf der Komplementdarstellung

beruhen.
2. Ein Uberlauf tritt auf, wenn durch die binidre Addition der Zahlenbereich iiberschritten wird.

Die Bedingungen daflir sind: Gegeben die Operanden a und b und das Ergebnis s

a.) (a>0)UND(b>0)UND (s<0) oder
b.) (a<0)UND(b<O0)UND(s>0)

1. Fall: beide VZ=0, VZ der Summe wird durch Carry gesetzt, aber es
wird kein Carry aus der Stelle erzeugt da ja beide VZ=0 waren.

Fall 2: Beide VZ=1. Ergebnis-VZ =0. Das bedeutet, dass KEIN Carry IN die letzte Stelle
erzeugt wurde. Da beide VZ=1 sind, wird aber ein Carry AUS der Stelle erzeugt.
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binare Multiplikation

e Algorithmus zur Multiplikation zweier positiver Binarzahlen
a und b entspricht der handschriftlichen Multiplikation zweier
positiver Dezimalzahlen

Algorithmus: Beispiel fir n=5:
p=20 01010 x 01101
for i = 0 to n-1 { 01010 x1
if (b; = 1) { 000000 xO
q = shift left a by i 0101000 x1
P=p+4g 01010000 x1
} 000000000 xO
¥ 0010000010

* Produkt p zweier positiver n-Bit Bindrahlen hat 2» Bitstellen

« Algorithmus ist zurtickfiihrbar auf wiederholte bedingte
Additionen und Schiebeoperationen
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Multiplizierwerke

* Implementierung B: Feldmultiplizierer (,,array multiplier*)

— direkte Realisierung des handschriftlichen Multiplikationsschemas
fiir Binarzahlen a und b in digitaler Logik

— es werden zundchst alle Bitprodukte a; - b; ermittelt

— fiir jedes Multiplikatorbit b; wird hieraus ein partielles Produkt
qi — (Cln_lbi an_zbi albi Clobi)z gebildet
— die n partiellen Produkte g; werden jeweils um 1 Bitpositionen nach

links verschoben und aufaddiert
ay ar» a; X bs by by by

By amby arby apby
a3b1 agbl albl aobl 0

by amby ajby b, 0 0
wby ambs aby by 0 0 0
P17 Ps P5s DPa Pz P2 Pl Po

— Beispiel fiir n=4:
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binare Multiplikation (parallel)

B3 B2 B1 BO x A3 A2 A1 AO
AOB3 A0B2 AO0OB1 AOBO
A1B3 A1B2 A1B1 A1BO
A3B3 A3B2 A3B1 A3BO
M7 M6 M5 M4 M3 M2 M1 MO

A3 A2 A1 AO

A2B0 >ﬂ80 AOBO
] [

BO [

g}/\g
] ]
N v
=

)&51 A0B1

B1
>A332 > o AMBD AOB2
B89 [ [ [ [
>A3B3 > A2B3 A1B3 AOB3
83 [ [ [ [
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AOBO

AOB1
A1BO

AOB2
A1B1

AOB3
A1B2

A1B3

v

| VA
Il
VA
A2B0
Il
VA
A2B1
VA
I A2B2
A2B3 —»

VA

VA

VA

VA

v

v

v

v

A3BO0 —
v
A3B1 — VA
A3B2 — VA
VA
A3B3 —

v

v

v

PO

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7



Multiplizierwerke

 Implementierung D: zweistufiges Schaltnetz

— Idee: Realisierung eines n x n Bit Multiplizierers als zweistufiges
Schaltnetz mit 2n Eingdngen und 2n Ausgéingen

— sehr geringe Zeitverzogerung: nur 2t

— Implementierung z.B. durch ein ROM oder PROM mit 2%" Zeilen
aus 2n-Bit Worten

— jedoch sehr hoher Speicher- Produkt| Zeilen | PROM

aufwand: n 2n 221 Grofe
2 4 16 64 Bit
4 8 256 | 256 Byte
8 16 65536 | 128 KByte

16 32 |4.3-10°| 1.6 GByte
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Multiplikation negativer Zahlen

 bislang Betrachtung ausschlieBllich positiver Multiplikatoren
und Multiplikanden

e Was passiert bel negativen im Zweierkomplement kodierten
n-Bit Multiplikatoren bzw. n-Bit Multiplikanden ?

(—a) - (-b)=2"—a)-2"-b)=2"—a-2"—-b-2"+a-b (statt a - b)
a-(-b)y=a-2"-b)=a-2"—-a-b (statt 22" —a - b)
(—a) b=(2"—a)-b=b-2"—a-b (statt 22" — q - b)

» ohne besondere Mallnahme liefert binarer Multiplizierer falsche
Ergebnisse!

« aufwendige Addition von Korrekturtermen ist moglich
z.B. Addition von a - 2"+ b - 2" im Falle von (— a) - (— b)

« Alternative: Trennung von Vorzeichen und Betrag
= hoher Aufwand fiir Umwandlung von Zahlen vor/nach der Multiplikation
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Booth's Algorithmus hat zwei Ziele:

1. Schnelle Multiplikation durch Ausnutzung konsekutiver
"0"- oder "1"-Ketten.

2. Korrekte Multiplikation von Zahlen in 2-Komplement
Darstellung.




Multiplikation nach Booth

 Idee: Vereinfachung der Multiplikation, wenn Multiplikator eine
1-Folge repriasentiert: a x 111 = a x 1000 —a x 0001

— auch innerhalb langerer Bitfolgen moglich, z.B.
a x 0011100 = a x 0100000 —a x 0000100

— Multiplikation mit einer 1-Folge 148t sich stets durch eine
Addition und eine Subtraktion ersetzen

e der Algorithmus nach Booth analysiert zwei benachbarte Bits
b;und b;_; des Multiplikators:
— (b;b;_1), =01, : Addition von a x 2!
— (b;b;_1), = 10, : Subtraktion von a x 2!
— (bib;_1), = 00, oder (b;b;_1), =11, : keine Addition

* Ergdnzung von b_; = 0 erforderlich
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Multiplikation nach Booth

« Realisierung der Subtraktion von a x 2! durch Addition des
Zweilerkomplements (vorzeichenrichtig erginzt)

« Beispiele (mit n = 5):

1) (10)10 X (=13)y9 2) (-10)10 X (13)10
01010 x 100110 < b, 10110 x 011010 < b,
1111110110 < 100110 0000001010 <- 011010
00001010 < 100110 111110110 < 011010
110110 =< 100110 00001010 < 011010
110110 < 011010
11101111110 = (-130)y
L~ ignoricrent 11101111110 — (-130)g
. ignorieren!

3) (-10)19 X (—13)y

10110 x 10011|0=< b,

0000001010 = 100110
11110110 = 100110
001010 = 100110

10010000010 = (130)p
Ls- ignorierent

 funktioniert fiir beliebige positive und negative Multiplikanden

und Multiplikatoren!
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binare Division

* Umkehrung der Multiplikation: Berechnung von g =a /b durch
wiederholte bedingte Subtraktionen und Schiebeoperationen

* 1n jedem Schritt wird Divisor b testweise vom Dividenden a

subtrahiert: ¢g;=1, fallsa—56>0
¢i = 0 und Korrektur durch a =a+b, fallsa—b <0

* Beispiel: 0001100111 / 01001 = 01011
— 01001
10310/910: 1110 00111 ?
mit Rest 410 ~ 01001 Quotient
11110
+ 01001 -=—— Korrektur weil die
001111 Subtraktion
- géggél einen Wert < 0
e auch als ,,Restoring- 01001 erzeugt hat
Division bezeichnet 00100 =— Rest
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T

I

Ausrichten: most significant Bit von Dividend und Divisor

y

Subtrahiere den Divisor vom partiellen Dividenden

nein '
[ Ist das Resultat Ja l
. . ' positiv? . ' .
Shift von ,,0 in Quotienten Shift von ,,1* in Quotienten
Korrektur durch Addition ' o
des Dividenden, um den Shlft Divisor um 1
Divisor wiederherzustellen eine Stelle nach rechts
Ist der Divisor mit nein

ja
[ Ende } LSB des Dividenden

ausgerichtet?



Begriffe: b-adisches Zahlensystem, Einer-/Zwelerkomplement,
Halb-/Volladdierer, RCA, CLA, Carry-Select Addition, Carry-
Save-Addition, Feldmultiplizierer, BCD-Zahlen, Exponent mit
Bias, ...

Umwandlung von positiven und negativen Dezimalzahlen in
ein anderes Zahlensystem und umgekehrt

Verstandnis der Algorithmen zur Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division binirer Zahlen

Aufbau von einfachen Rechenwerken fur alle 4 Grundrechen-
operationen

Aufbau schneller Addier- und Multiplizierwerken

Darstellung von Gleitkommazahlen, Rechnen mit IEEE Gleit-
kommazahlen, Bedeutung sowie Behandlung von Ausnahme-
situationen



